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(M, g) designant un hemisphere ou une boule euclidienne de bord B, determina- 
tion dune metrique conforme a g pour laquelle la courbure scalaire de M et la 
courbure moyenne de B prennent des valeurs prescrites. 
Let (M, g) be a hemisphere or a euclidean ball with boundary B, determination 
of a conformal metric for which the scalar curvature of M and the mean curvature 
of B take prescribed values. c 1990 Academic Press, Inc. 
Soit (M, g) une varitte Riemannienne C” a bord, compacte, connexe, 
orientable, de dimension n > 2, dont le bord B est une sous varitte de 
dimension n - 1 qu’on munit de la structure Riemannienne induite par celle 
de M; soient R la courbure scalaire de A4 et h la courbure moyenne de B. 
Si R’ E Cm(M) et h’ E Coo(B) sont deux fonctions donnees, Cherrier [ 51 
s’est inttresse a la determination dune metrique conforme a g pour laquelle 
la courbure scalaire de M et la courbure moyenne de B sont respectivement 
Cgales a R’ et h’. Traduit en termes d’analyse, ce probleme revient a mon- 
trer I’existence dune fonction cp E Cm(M) veritiant 
Aq -I- R = R’ev dans A4 et dv z + 2h = 2h’eq12 sur B si n = 2; (1) 
n-l 
4---- n-2A~+R~=R’cp’“+=)/‘“-=’ dans M, 
(2) 
sur B et cp > 0 si n > 3. 
La metrique conforme g’ cherchee est alors donnee par g’ = @g ou 
g’ = (P4/(n--2) 
g  selon que n = 2 ou n > 3. 
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On etudie dans cet article les cas. qui apparaissent comme limites 
(Cherrier [S, p. 1871) oti A4 est l’hemisphere V,, de la sphere S,, ou la 
boule euclidienne D,. 
Dans une premiere partie I, aux theoremes 1 et 2, on etablit des condi- 
tions integrales satisfaites par les solutions des equations (1) et (2) sur I’,, 
et D,,, analogues a celles de Kazdan-Warner [9, lo] pour la sphere. Soit 
/i le sous-espace propre du laplacien sur V, associe a la premiere valeure 
propre non nulle pour la condition de Neumann au bord. Sur V,, les 
conditions obtenues impliquent, par exemple, que (1) et (2) n’admettent 
pas de solution s’il existe l E /i tel que les fonctions VR’ Vg et Vh’ V< 
soient de meme signe constant sur V,, et S,, r, respectivement. 
En II, si M, designe indifferemment V, ou D,, on dtmontre des 
inegalites relatives aux integrales sM, ew dV et SLY,-, eq dS, avec mise en 
evidence de meilleures constantes, quand 40 E H;(M,) v&lie des conditions 
d’orthogonalite, par exemple du type SC;, eq 5 dV= 0 ou jsnm, eq c dS= 0 
pour tout {E A. On en deduit, aux thtoremes 6 et 7, des inegalites 
optimales pour les integrales ss, e” dS quand cp E Hf(M,). Donnons I’idee 
de la methode. Pour tout E > 0, les fonctions cp E Hf( V,) verilient 
c eq dS 6 C(E) exp Sl 
et l’on souhaite faire E = 0 dans (*). Si 0 < t d 1, on considere le probleme 
variationnel “y;: minimiser 4 I/Vq I/ 2” + J vz cp dV quand ss, efT dS = 1. Compte 
tenu de (*), si t < 1, K admet une solution (P,E Cco( V,) qui verilie une 
equation de la forme (1) et, par suite, compte tenu des conditions 
d’integrabilite Ctablies en I, ss, e@ 4 dS= 0 pour tout <e/i. De cette 
contrainte d’orthogonalite, on dtduit que tcp, satisfait a (*), ou l’on 
remplace 1/4n par l/&r. Par passage a la limite quand t tend vers 1, on 
montre alors que vi admet une solution cp i, d’oti I’on dtduit (*) avec E = 0, 
le cas d’tigalite ttant d’autre part atteint. 
Le chapitre III traite le probleme de Cherrier sur Vz et D,. La dificultt 
provient du fait que les equations (1) ne sont pas localement inversibles. 
Comme Aubin [3] dans le cas de la sphere S,, on etablit des thtoremes 
analogues a ceux de Fredholm. Par exemple, R’ E C”( V2) et h’ E C=(S,) 
ttant donnees, il existe une fonction K(R’, h’) E /1 et une metrique conforme 
sur V, pour laquelle la courbure scalaire de V, est R’- K(R’, h’), la cour- 
bure moyenne de S, ttant &gale a h’. On traite aussi des cas oti R’ et h’ 
satisfont certaines conditions de symetrie. 
Dans la partie IV, en dimension n 2 3, on met d’abord en evidence les 
meilleures constantes dans des intgalites relatives aux cas critiques des 
inclusions de Sobolev de H:(M,) dans L”(M,) et L’(S,- i) (CJ = 2n/(n - 2) 
et r = 2(n - l)/(n-2)), pour les fonctions cp E Hf(M,) vtriliant, quand 
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M, = V,,, des conditions d’orthogonalite de la forme j v, 1 cpl” C: dV = 0 ou 
ss,-, Id1 5 ds=o quel que soit 5 E ,4. On en dtduit aux theoremes 13 et 14, 
des inegalites optimales sur V, et D, pour les traces. Par exemple, dans 
I’inegalite suivante, satisfaite pour tout cp E Hf( V,), 
on montre qu’on peut prendre K’ = K’(n, 2) la meilleure constante delinie 
au debut du chapitre IV. On etablit, en effet, que si p=Inf(L(cp); 
(I(PI/~,~.-~ = 1) etait strictement inferieur a (K’(n, 2)))*, on pourrait 
rtsoudre des equations de la forme (2) qui, compte tenu des conditions 
d’inttgrabilite du I, n’ont en fait pas de solution. On prouve ensuite que 
dans (**), oti l’on fait K’ = K’(n, 2), le cas d’egalite est atteint. Pour ce 
faire, quand 2 6 q < r, on demontre que la borne inferieure pq = Inf(L(cp); 
II(P~I~,~,-,= 1) est atteinte en une fonction ‘py~ Cm(vn), solution d’une 
equation du type (2). A l’aide de I, il en resulte la condition d’inttgrabilite 
js.-, cp;t dS=O P our tout < E ,4. Dans l’inegalite (**) &rite pour les 
fonctions (p;“, on peut alors prendre K’ strictement inferieure a K’(n, 2), ce 
qui, en faisant tendre q vers r, permet de voir que p est atteint. 
Au chapitre V, on resoud le probleme de Cherrier pour I/, et D, en 
dimension n > 3; on obtient des thtoremes du type Fredholm analogues a 
ceux de la partie III. 
Ces rtsultats ont 6-k exposes en juin 1988 au colloque Geometric 
Riemannienne Conforme, en l’honneur de J. Ferrand [7]. 
I. CONDITIONS D'INT~GRABILITI? SUR L'H~MISPH~~RE ET LA BOULE EUCLIDIENNE 
Notations. On considere l’htmisphere (I’,, g) de la sphere unite 
s,c llF+ et la boule euclidienne (D,, g,) detinis par 
I/n={X=(X,,...,X,+I)Ew+l;/X~=l,X,+l~O} 
et 
de bord tgal a S,_, , munis de leurs metrigues canoniques et des 
connexions Riemanniennes V associees. On note V le derivation covariante 
sur S, ~ I pour la metrique induite, d” le laplacien correspondant. 
Soit A = {FE Cm( V,); AF=nF dans V, et dF/dn =0 sur S,- 1>. ,4 est 
engendre par les restrictions a V, des fonctions coordonnees xi (1 6 i < n). 
Pour tout FE/~. on a 
Hess F= - Fg sur I/, et lF=(n-l)F aubord. 
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Les equations (1) et (2) de I’introduction s’ecrivent, dune part, dans le 
cas de V,,: 
Aq + 2 = R’eq dans V,, 
4J z = 2h’eq” sur S, si n = 2, (1) 
4 
n-l n-2AcP+n(n-1)~=R’~‘“+‘“‘“~2) dans V,, 




d’autre part, pour la bottle D,, 
Aq = R’eP dans D,, & z + 2 = 2h’e’pf2 sur S, si n = 2, (3) 
n-l 
4- n _ 2 &, = R’@ + 2)l(n ~ 2) dans D, 
(4) 
surS,-,,aveccp>O,sina3. 
Nous montrons d’abord pour les equations (1) et (2), des conditions 
d’integrabilitt analogues A celles de Kazdan-Warner [9, p. 33; 10, p. 1301 
sur la sphere. 
THBOR~ME 1. Toute solution cp E CE( V,) de ( 1) (resp. (2)) ubijie, quel 
que soit FE A, 
~Y,e”VR’.VFdV+4~by e’pJ2vh’.vFdS=0 (5) 
1 
(pznfcn- 2, VR’ . VF dV + 2n ~2’“-“/‘“~~2’~‘h’.~F;S=O . (6) 
V” > 
Les tquations (1) et (2) n’admettect done pas de solution s’il existe me 
fonction F, E A telle que VR’ . VF,, et Vh’ . VF, soient de mtme signe constant 
sur V, et S, _ 1, respectivement. 
Demonstration. (a) Cas n = 2. On part de l’identitt suivante, satisfaite 
pour toutes fonctions F et cp de classe C” sur une variete Riemannienne 
(n/r, $7): 
2(VF.Vq) Aq= -div(2(VF.Vq)Vq- IVq/‘VF) 
+ (2 Hess F+ (AF) g)(Vcp, Vcp). (7) 
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Prenons FE A. Comme AF= 2F et Hess F= - Fg, (7) s’ecrit 
2(VF.Vq) Aq = -div(2(VF.V~) Vq - (Vql’ VF). 
En integrant cette egalite sur I/, , puisque dF/dn = 0 sur S1 , la formule de 
Stokes donne 
j (VF.Vv)AqdV= -j (VFVrg)$LS. (8) 
v2 SI 
Or, si cp solution de (1 ), toujours d’apres Stokes, on peut Ccrire 
I (VF.Vq) Aq dV V2 
= 
.r 
(VF.Vq)(R’e’P - 2) dV 
V2 
= s R’eq AF dV- v2 j (VF.VR’)e”dV-2 V2 j V2 FAqdV+js, F$fdS) 
=- j (VF. VR’) eq dV - 4 j h’Fepi2 dS, 
V2 SI 
car j vz A F dV = 0. L’equation (8) devient alors 
j (VF.VR’)ewdV=2j (VF.Vq-2F)h’evi2dS. (9) 
V2 Sl 
Or, sur S, , dF/dn = 0 et done VF . Vq = ff7F. V’cp. D’oti, par integration par 
parties sur S, et puisque d”F= F, 
= 2 j (h’eq’* aF-e’pi2GF.ph’)dS 
SI 
‘eqp12 dS - j (QF. ah’) eqi2 dS , 
SI 1 
ce qui, compte tenu de (9), implique l’tgalite (5). 
(b) Cas n 2 3. Si F E A, on a (2 Hess F + (AF)g) (V(o, Vcp) = 
580/92/2-7 
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(n-2)FlVrpl2et,commeF~Vm~‘=~div(FVlp”-~2VF)-f~~2+F~dm, 
(7) se met sous la forme 
2(VF.V(p) Acp= -div(2(VF.Vq)Vq- IVpl’VF) 
n-2 
+ 2 dlv(FVq’ - (p= VF) 
Inttgrons cette kgalitC sur V,; il vient, d’aprb la formule de Stokes, 
Quand cp est solution de (2), transformons les intCgrales sur V, intervenant 
dans (10). On a, d’une part, compte tenu de la valeur de Acp, 
4 
n-l 




(VF.Vcp)[R’cp’“f2”‘“p2’-n(n- l)cp] dV 
v* 
R’VF . Vq =W(n-2) dv-!!k.$ j VF+= dJ,/ 
vn 
= !?$ j, (R’@‘/(” - 2) AF- @/(” - 2) VR’ . VF) &,’ 




(par Stokes, puisque dF/dn = 0) 
n-2 
=-%- n “” [j 
R’Fcp =n/(n ~ 2) dV- s 
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(car AF = nF) et, d’autre part, 
Comme dq/dn = ((n - 2)/2) h’cp”‘(“- 2), (10) peut alors s’ecrire 
1 s 1 4n(n-1) V” (pZni(n ~ 2) VR’ . VF &,J = - i n-2 s”-, (VF. Vcp) h’q0”” -” dS 
1 
--.I 2 
/,‘F$(” ~ 1 )/(n - 2) ds. (11) 
s-1 
Or, sur S, ~, , VF. Vq = OF. V’cp puisque dF/dn = 0. D’ou, en integrant par 
parties sur la sous-variett S, ~~, , 
s (aF%p) h’qf’i’“-2’dS S-1 
n-2 =--- 
2(n- 1) s 
h’vF&p 2cn ~ i )/(n 2) & 
s,., 
n-2 =- 
2(n - 1) s 
(h’cp 2(n- l)/(n- 2) d”F-- ,$‘“p l’/(n-2) @,’ .fjF) ,.Js 
s”-, 
n-2 n-2 =- 
2 s 
h’F@” ~ 1 ‘/(n ~ 2) & _ ___ (p2(n4)/(4)9j,’ .fjFdS, 
S,-I 2(n- 1) 
car d”F = (n - 1) F. En reportant dans (1 1 ), on obtient l’egalite viste (2). 
Passons maintenant a la determination de conditions d’integrabilite 
analogues pour les equations (3) et (4) sur la boule D,. Soient (rO la 
transformation conforme de l’hemisphere (V,, g) sur la boule (D,, go) 
(projection stereographique de pole (0, . . . . 0, - 1)) et r0 = a;’ l’application 




. . . . y,)= (I+ lY12)Y w,, **., b,, 1 - lv12). 
dV et dE dtsignant les elements de volume Riemanniens de V,, et D,, 
on a 
(13) 
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TH~OR~ME 2. Toute solution cp E C’ (D,,) clr (3) (resp. (4)) vPr$e, ywl 
que soit FE A 
(1 + I.#)* 
4 
eqVR’.V(F ~,,)d+4’ eq”hi.~FdS=O (14) 
s, 
(1 + lY12)2 (p*,ll,,z 
4 
*’ VR’ V( F -1 T”) dE 
Dtmonstration. (a) Cas n = 2. Si cp E C x (D2) est une solution de (3), 
posant, pour tout x E V2, e(x) = q(a,(x)) - 2 log( 1 +x,), d’apres (13), on 
a r$(&g) = evgo. Done (TV est une isometric de (V,, e$g) sur (D, Pg,) et, 
pour la metrique &g, la courbure scalaire de V, et la courbure moyenne 
de S, sont tgales a R’ 0 o,, et h’ 0 co = h’. Par suite, $ verifie l’equation (1 ), 
od l’on substitue R’ 0 (TV a R’, et, du theoreme 1, il rtsulte que, pour tout 
FEA, 




Comme [V(R’o a,,).VF] ~zO=~(l+~~~*)‘VR’.V(F~r,)etr,*[(l+.~,)~~*dV] 
= dE, le changement de variable x = .rO(v) conduit a l’egalite (14). 
(b) Cas n3 3. Soient cp E CcL(D,) une solution de (4) et $ E C”( V,) la 
fonction dttinie, pour tout x E V,?, par $(x) = (1 +x,, + ,)’ w2) &a,(x)). 
Compte tenu de (13), oO est une isometrie de ( V,,, t,b4jcn -“‘g) sur 
(D,, (p4/(n-2)g0) et, par suite, pour la metrique 11/4/‘“p2)g, la courbure 
scalaire de V, et la courbure moyenne de S,- , sont respectivement egales 
a R’ o (TV et h’. D’oti 1+9 veritie l’tquation (2), oh l’on remplace R’ par R’ 0 go, 
et le theoreme 1 implique que, pour tout PEA, 
(1 +x,+1 )-” (pzn’+ 2’(a0(x))V(R’~a,).VFdV 
vn 
“/‘“--*‘~h’.~f’&=O. 
Puisque z,*[(l +x,+,)-“dV]=dE, p ar le changement de variable x= 
rO(y), on obtient l’tgalite (15). 
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II. IN~GALIT& RELATIVES AUX ESPACES DE SOB~LEV H; 
DE L'HkMISPHtiRE v,, ET DE LA BOULE D, 
Soit (M, g) une varitte Riemannienne compacte, de dimension n > 2, 
dont le bord non vide B est une sous-variete de dimension n - 1. D’apres 
le theoreme 3 de Cherrier [6], pour tout E > 0, il existe une constante 
C(E, M, g) telle que, si cp E H;(M) et si J(cp) designe indifferemment la 
moyenne de cp sur M ou sur B, on ait 
et 
s eq dS~WexpCW,+~) I~WI::+~(P)~, (2) B 
oti pL, = (n - 1)” ~ ’ n’ -‘70;:, et & = n ~“0;~ r sont les meilleures constan- 
tes. En particulier, p2 = (1677-l et & = (877-l. 
Dans les cas de l’hemisphere V, et de la boule D,, on va montrer qu’il 
est possible de diminuer les constantes 2~,, et 2& dans (1) et (2) quand cp 
verilie certaines conditions integrales. 
THBOR~ME 3. Pour tout rtel 6 20, les fonctions cp E H;( V,) vPrifiant 
IS”” x,ew dV\ < 6 quel que soit 1 < i 6 n sat&-font ci 
s e’ dV< C(P) evb IlVcpll:: + A( (3) vn 
et 
s e”“- lvn)v dS< C(p) exp S,-I 
oli I’on peut prendre p = p,, + E et p’ = 11: + E avec E > 0 arbitrairement petit. 
Les meilleures constantes sous ces conditions sont pL, et pk. 
DPmonstration. (a) Prouvons d’abord l’intgalitt (3) quand A?(q) est 
la moyenne de cp sur V,,. 
Si cp E H;( V,) et 1s “, xie’+’ dVI 6 6 pour 1 d i < n, on delinit la fonction @ 
sur S, par ~(xl,...,x,+,)=~(xl,...,xn+,) ou ~(x~...., -x~+~) selon que 
x,+' est >O ou CO: 
duff;, /~~~xie”dVI=2llhr,e’dVl626 et JSmx,,+leqdV=O. 
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Alors, par une mtthode detaillee au theoreme 5 et analogue a celle du 
theoreme 6 de Aubin ([3], p. 157) qui traite le cas 6 = 0, on obtient 
e@ dVd C(E, 6) exp 
On en deduit (3), car 
s 
e*dV=2 eq dV, IIWI~,,, =2 lIVq//; et cpdV. 
& I yn 
j cjdV=Zj 
.% vn 
Compte term que, pour tout cp E H’(( V,), 
et, quel que soit E >O, Cr l(V(pll, < E IlVcpil~ + Cz, on obtient (3) quand 
M(cp) est la moyenne de cp sur S, ~, . 
(b) Passons a la preuve de (4). Soit 5 un champ de vecteurs C” sur 
V, dont la restriction a S,- r est le champ normal unitaire dirigt vers 
l’exterieur. Le theoreme de Stokes permet d’ecrire 
div 5 + 
d c, e”“- I’ln)v dV+ s v, IVql e”“-“/““P dv, (5) vti 
oti C,=s~p,~ldiv~[. D’une part, comme 2~,=2((n-l)/n)“~‘~L:,~<~, il 
rtsulte de (1) que 
s e”” -‘eke dVd C*(E) exp (p’ + E) V V” [ n (1 (~~)~~~+J++ (6) 
D’autre part, en utilisant l’inegalitt de Holder et (3), quel que soit &r > 0, 
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Si C3(a1) est un reel tel que t < C3 exp(e, t”) pour tout t 2 0 et si on choisit 
E, de sorte que ~~(1 + (n - l)/n)(n/(n - 1))” = E, puisque p,,(n/(n - l))“-’ = 
&, on obtient 
Par combinaison de (5), (6), et (7), on obtient (4). 
(c) pL, (resp. p:) est la plus petite constante telle qu’une inegalite de 
la forme (3) (resp. (4)) soit satisfaite. 
Si r designe la distance geodtsique sur V, au point (0, . . . . 0, l), on pose 
pk(r) = --n log( l/k + rn’(“-‘) ); les calculs de Cherrier [4, p. 3611 montrent 
que, lorsque k --t 00, l v” e ‘pk dV et exp[p IIVcpkll t + A((P~)] sont respective- 
ment de l’ordre de k et k@lpn, done necessairement p >, p,,. 
De mCme, si P = (1, 0, . . . . 0) et Q = ( - 1, 0, . . . . 0), on considere la suite de 
fonctions cpb E H;( V,,) dtfinies en x = (x1, . . . . x, + ,) par 
n2 
c&(x) = -- 
n-l 1% i+p , ( 1 
avec p(x) la distance geodesique a P ou 2t Q selon que x1 est b 0 ou < 0. 
Quand k + 00, 
sont respectivement de l’ordre de k et kfl’i@h; par suite 11’ > & 
COROLLAIRE 1. Soit f une fonction C” sur V, et 6 un rtel >O. Les 
fonctions cp E Hy( V,) vhfiant 1s ,,, xieq+/ dVI < 6 pour 1 d i < n, satisfont 
aux in6galith (3) et (4) oti l’on peut prendre p = p,, + E et p’ = p; + E avec 
E > 0 arbitrairement petit. Les meilleures constantes sous ces conditions sont 
pn et A. 
DPmonstration. D’apres le theoreme 3, pour tout s0 > 0, on a 
5 e'P+fdV~C(~O)expC(~,+~,) IlVcp+f)ll::+4cp+f)] V" 
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et 
En utilisant l’inegalite (a + b)” < un + aba”- ’ + /Ib”, valable pour tous reels 
a 2 0, b 2 0, et oti sl et p sont deux constantes, on peut ecrire 
Et comme, pour tout s1 > 0, il existe une constante A telle que 
sup IV.0 Ilbl/:I~‘d~1 IlvY,II:+‘% 
il vient 
ou A’ =A +/I IlVfllE. On en deduit (3) et (4) et, d’aprb le thtorbme 3, p, 
(resp. &) est la plus petite constante telle qu’une inegalite de la forme (3) 
(resp. (4)) soit satisfaite. 
TH~ORBME 4. Pour tout Gel 6 B 0, les fonctions cp E HI;(D,) vPr$iant 
/SD, y,eq dEl < 6 quel que soit 1 6 i < n, satisfont ci 
s e@ dEd WC) expb IlVdl”, + A( D” (8) 
et 
5 e”“- ‘)lnJv dS< C(p’) exp S-1 
oti l’on peut prendre p = p,, + E et p’ = pLI, + E avec E > 0 arbitrairement petit. 
Les meilleures constantes sous ces conditions sont p,, et &. 
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Demonstration. Soit cp E H;(D,). D’apres (1.13), on a 
lDnyie”dE=jv Xj(l+X,+l)-(n+I)e~~a”d~. 
n 
Si, quel que soit i= 1, . . . . n, Ijo, yie9 &I < 6, le corollaire 1 permet d’tcrire 
On en deduit 
car Svne ‘p‘Oo dV=jnn 2’71 + lv12))” eq dE et jlV(~l(~,~. est un invariant 
conforme: Ilv(cp~~d., vn = IlV~ll~,~,. D’ou l’inegalite (8) quand Jlt(cp) est 
la moyenne de cp d’abord sur S, ~ i, puis sur D, compte tenu que, pour tout 
cp E Hy(Dn) et tout E > 0, on a 
et 
c, IIVdlnBE lIv~ll::+c2. 
Comme dans la demonstration du theoreme 3, on deduit de (8) l’inegalite 
(9), puis que ,n, (resp. I*:) est la plus petite constante telle qu’une inegalite 
de la forme (8) (resp. (9)) soit satisfaite. 
Remarque. Soit f~ Cuc( D,). Les inegalites (8) et (9) restent vraies si 
(PE H’;(D,) et veritie IJo, y,e ‘p +.rdEl d 6 quel que soit i = 1, . . . . n. La 
demonstration est analogue a celle du corollaire 1. 
THBOR&ME 5. SW une variete Riemannienne (M,, g) compacte de bord 
4 soit (fill <j<k . . une famille de fonctions C’ qui changent de signe sur B et 
telles que c1= min, (Cf=, I fil) soit strictement posittf Alors, pour tout reel 
6 > 0, les fonctions cp E H?(M,,) verifiant IfBhe(p dS\ < 6 quel que soit 
i= 1, . . . . k et M(cp) =0 oti &(cp) designe la moyenne de cp sur M ou B, 
satisfont a 
J‘ e9 dS 6 W) expW IIVdl3, (10) B 
ou l’on peut prendre u’ = &, + E avec E > 0 arbitrairement petit. 
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DPmonstration. Elle est analogue a celle du theoreme 6 de Aubin [3]. 
Soient K: (resp. K,-) le support de f‘,+ =sup(f;, 0) (resp. f, = 
SUP( -f;> O)), Q: = { xEB/,f;(x)>a/k) et L2; = (x~B/f;(x)< -q’k}, h,’ 
(resp. h,-) des fonctions C’(M,,) tgales a 1 sur Q,+ (resp. .Q-~) et g,+ 
(resp. g,-) des fonctions C’(M,,) egales a 1 sur Ki+ (resp. K,) veritiant 
0 < h,+ < 1, 0 < hj- 6 1, 0 < g,+ 6 1, 0 6 gi 6 1, supp h,+ n supp g; = 0 et 
supp h,y n supp g+ = 0. 
Vu les hypotheses, on a LJf=, (L?,? u Sz,: ) = B et 
Supposons que, pour tout i (1 d i 6 k), 
Si IIV(cphl;)ll, 3 ](V(cpg~)(]., d’apres les hypotheses, on a 
En appliquant l’intgalitt (2) a la fonction cpgc , il vient 
i 
evdS< ’ s 
eqglo dS 
“; B 
d C(E) exp 
[ 
(2~; + s) lIV(cpgi~ )IIt + & S, Cpgi dV . n 1 
D’autre part, il existe deux constantes /? et y telles que 
2 lIv(qg;)ll::~ IlVbs~)ll:+ IIVcph,)II:: 
,< Ilvcpll::+/3 Ilvcpll:-’ II(PIIn,M,+Y II(PII~,M,7 
et, pour tout E] > 0, une constante C, telle que 
2 Ilv(cpg;)/I::6u +/%I Ilvdl:+ (Y+ C,P) Ilrpll~J4; 
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D’oti: 
x Ilvcpll::+(Y+c1~) llrpIIz.,.)+& I, Iv1 dV . 
n n 1 








B 9; B 
Et comme 
2 IlWh, NI: G IlWh, NI :: + llVk& Ill :> 
nous obtenons le meme resultat que prtctdemment. Ainsi, on a montre 
que, pour tout E > 0, il existe deux constantes A(E) et B(E) telles que 
s eqdS<B(s)exp[(pA+s) Ilvcpll”,+A(~) Ilc~Il~,~,l~ (11) B 
Montrons que cette expression se met sous la forme (10) souhaitee si 
OX = 0. D’apres le lemme 1 de Aubin [ibis], il s&it d’ttablir Ie resultat 
pour les fonctions C” ne presentant qu’un nombre fini de point critiques 
tous non degeneres. Soit cp une telle fonction vtriliant Jz’(~) = 0, 
Iss fiev dSI Q 6, et cp $0, ainsi que sa trace sur B. D’une part, la fonction Y 
definie pour a > 0 par Y(a) = s,,,u, x, dV, ou X~ est la fonction caracteristique 
de 
M, = (x E M,&(x) k a}, 
est alors continue, decroissante et prend done toute valeur comprise entre 
0 et Y(0); d’autre part, cpa= (cp -a)+ EH;(M,) et, pour tout aB0, 
ljBhevadSl Ghi-2 1zF)k II.fIIl,B. 
L’inegalite (11) appliquee a cp, avec 0 < 2~~ < E donne 
I ev dS<e” s erpa dS G e”B(d expC(d, + d IIVvAZ + A(+J llcp,Il ~,,,.J. B B 
(12) 
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Comme AT’(~) = 0, il existe, pour tout q 3 1, un scalaire D, tel que 
Ildly.M, --. < D, llVcp/l,,. Par suite, d’aprh l’irkgaliti: de Halder, 
(A + EO) llvquII:: + A(%) Il%llLf, 
d (PL:, + 60) IlvdlI: + A(%)( Y(a))“2 ll(Pull;*,M, 
d (A +Eo+ Al&o) D;,(W))“‘) IlvqOll”,. 
Ou bien A D;,,( Y(O))“2 d E~, alors l’irkgalitir (12) se met sous 
la forme (10). Ou bien A(eO) D;,( Y(O))“‘> Ed et il existe a > 0 tel 
que A(&,,) D;,( Y(a))‘12 = Ed, d’oii Mz+~o) IlVrpull:: + At&o) lhll:,,,t, d 
(~4 + 2~) IIVd Z et, comme qu G cp +, pour tout E, > 0, il existe une con- 
stante C(E I) telle que 
Prenant E~ sufisament petit pour que ~E~+E, GE, on obtient I’intgalitt (10). 
THBOR~ME 6. Sur I’hCmisphtre V,, la meilleure constante 2pL; = 11471 est 
atteinte duns l’inPgalit6 (2) quand A!(q) est la moyenne de cp sur V,. I1 
existe une constante C telle que toute fonction cp E H, = HT( V,) satisfait ti 
I s1 (13) 
De plus, inf,. H, ( f l/Vq 11: + { ,+ 40 dV - 277 Log js, eq dS) est atteint en 
une fonction cp,, E Ca( V,) qui vt!riJie is, x,e90 dS = 0 pour i = 1,2. 
Dimonstration. Considkrons la fonctionnelle K( cp) = i IlVq )l i + J ,,* cp dV 
et, si 0 < t < 1 posons 1, =inf k’(q) pour toutes les fonctions 40 E H, 
vkrifiant ss, efV dS = 1. 
(a) Montrons d’abord que si 0 < t < 1, A, est hi et est atteint. 
Utilisons l’inkgalit6 (2). Soit 0 <E < l/t - 1. Si ls, ezp dS = 1, on a 
1 d C(E) exp 
l+E 
4nt2 llVtpll:+&j cpdV ; 
V2 I 
par suite 
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Done 1, est lini. Soit (cp,) une suite de H, telle que Is, efql dS= 1, 
K(cpi) -+ A, quand i -+ cc et 1,~ K(cpi) < %, + 1 pour tout i. 11 vient 
oe Ilblll:~ 2 l-(l+&)t ( K(rp,)+~Log C(E) > 
<6= 
2 
1 -(l +&)t ( 
A,+ 1 +FLogC(s) 
! 
. 
11 s’en suit que 
s cp;dV= 2K((pi)-llvylill:B~ -t V2 2 ‘,2’ 
et, en outre, j ,,* ‘pi dV < K( cp,) d i, + 1. Compte tenu que, pour tout Ic/ E HI, 
la suite minimisante (cp,) est bornte dans L*( V,) et on conclut que 
sup; ( jlqill H,) < co. 11 existe alors une sous-suite (notte encore cp,) et une 
fonction (P;E H, telles que, pour i + co, (pi -P qt faiblement 
fortement dans L2( V2) et done K(go,) < At, car 
dans Hi, 
IIVvrl126 lim lIVvil12 et jV,v,dV+j‘v2~rdVi i-m 
@‘J + P fortement dans L’( V2) (Aubin [l]) et, au sens des traces, 
eQ’l+ errpI fortement dans L’(S,) d’apres le theorbme 4 de Cherrier [6], 
d’oti js, erqp, dS= 1 et, par definition de %,, K(cp,) 2 1,. Ainsi K(cp,) = it et 
la borne inferieure A, est atteinte en q,. Ecrivons l’equation d’Euler; il existe 
un reel a tel que, pour tout $ E H,, 
5 V’~,V;$ dV+ V2 lv2 I,+ dV = a js, et‘+“+ dS. 
En prenant II/ = 1, il vient a = 27~. D’apres le thtoreme de rlgularite de 
Cherrier [S, p. 1591, q, appartient en fait a Cm( V,) et est solution de 
dq,+ 1 =0 dans V,, * = 2netqf 
dn 
sur S . I 
D’apres le theoreme (Il), pour i = 1, 2, on a js, e(P’Ve”P ‘)R .Vx, dS = 0 et, 
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en developpant cette egalite, on obtient is, .Y,~‘~‘&!T= 0. Soit cp E H,. Si 
a = (l/r) Log ss, e@ dS, on a s, ercV a) dS = 1 et, par suite, 
(14) 
11 s’agit maintenant de faire tendre f vets 1. Appliquons le thboreme 5 
aux fonctions tcp,, il vient 
l= 
I erqpl dS d C(E) exp 
1+.s 
=t2 llbJ:f~ j cp,dV . 
Sl V2 1 
Par consequent, 
(15) 
En choisissant O<s<l, comme O<t<l, on a 2-(l+s)t>O et done 
Log C(.sY> - tA,/2n. L’equation (14) devient alors 
s dq dS d C(E) exp Sl 
et on obtient (13) en faisant tendre t vers 1. 
(b) D’apres (13), Ai, la borne inferieure de K(q) pour tout (PE Hi 
verifiant js, @’ dS = 1, est linie. 11 nous reste a montrer que A, est atteinte. 
Supposons que i < t < 1, 0 <s < 1 et utilisons la majoration (15). 
Compte tenu de la definition de A, et de C(E) > 2n, on a d’abord 




- 4n Log C(E) d 2, d - 27t Log 27c < 0. 





E Log C(E). 
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Enfin, S v2 qr dV= (21, - IlVcp,lls)/Z >, -47~ Log C(E) - 6/2 et, en outre, 
s v2 cp< dV6 K(cp,) = A, < 0. 
Par consequent, sup,/,. ,< , ( /Vqtl12 + Ijy, cp, dVI) < cc et on conclut que 
SuP1/2<t<l (Il~rrJIff,)< a. 
11 existe alors une suite de reels t, < 1 convergeant vers 1 et une fonction 
‘pO E Hi, telles que, pour j+ co, ‘p,, -+ cpO faiblement dans Hi, fortement 
dans L2( V,) et, au sens des traces, eGqf I + evpO fortement dans L’(S,). D’oti 
erpo dS = lim 
s 




xieqO dS = lim 
I 
xieQ? dS = 0 (i= 1, 2). 
Sl j-s= s, 
De plus, 
car IlV%ll2 G lim;, oo IIV~J2, jv, ‘pt, dV+ jv, ‘pO dV et par definition de 1.i. 
Demontrons maintenant que limj _ o. I, = A,, Considerons, pour 
0 < t < 1, la fonctionnelle 
K,(rp)=~llV~llj+j~~~dV-~Logj , erp dS. 
SI 
on a I, = inf K,(q) pour tout cp E Hi. 
Par definition, pour tout E > 0, il existe rp E H, tel que K,(q) < i + E. Or, 
comme erq < elqpI E L’(S,), K,(q) est une fonction continue de t d’apres le 
theoreme de convergence dominee de Lebesgue et, lorsque t + 1, 
K,(q) --) K,(p). Puisque n,<K,(cp), on voit que lim,, i i,<l+ E. Ainsi, 
compte tenu de (16), lim,, 3. 
borne inferieure A, 
i, = 2, et K(cp,) = 1,. Par consequent, la 
est atteinte en ‘pO qui veritie ss, e+‘O dS= 1 et 
ls, xie’+‘O dS = 0 pour i = 1, 2. 
Ecrivons l’tquation d’Euler, il existe un reel CI tel que, pour tout + E ff,, 
En prenant $ = 1, il vient u = 27~. D’apres le thtoreme de rtgularite, 
cpoe Cm( V,) et verilie 
dq,+ 1 =0 dans V,, dvo x = 2nevo sur S, 
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et, si cp = 2((p, + Log 2~) 
dq+2=0 dans I’,, 
dv 
z=2ev2 stirs,. 
Compte term de l’tquation (I.1 ), pour la mttrique g’ = eqg, la courbure 
scalaire de V, est nulle et la courbure moyenne de bord S, est tgale a 1. 
THI~OR~ME 7. Sur la boule euclidienne D,, il existe une constante C telle 
que tome fonction cp E H1(D2) vertfie 
(17) 
De plus, la meilleure constante C telle qu’une inegalite de la forme ( 17) soit 
satisfaite, est atteinte. 
Demonstration. Elle est analogue a celle du theoreme 6. Considtrons la 
fonctionnelle L(cp) = 1 lIVq)I z + Is, cp dS et, si 0 < t < 1 posons At = inf L(cp) 
pour toutes les fonctions cp E H1(D2) vtriliant js, efq dS = 1. 
En utilisant le theoreme 3 de Cherrier [6], on montre que, si 0 < t < 1, 
A, est lini et est atteint en une fonction qtc C30(Dz) qui v&he 
Acp, = 0 dans D,, 
dv, 
x + 1 = 27cerql sur S, 
D’apres le theoreme 2, on a ss, xletqp, dS = 0 pour i = 1,2. Appliquant le 
theoreme 5 aux fonctions tq,, on en deduit que i, est fini. Done il existe 
une constante C telle que (17) soit satisfaite. De plus, il existe une suite 
tj -+ 1 (0 < t, < 1) et une fonction ‘pO E H1(D2) telles que, pour j + co, 
‘pI, -+ ‘pO faiblement dans H,(D,), fortement dans L’(S,) et e% --+ eqpO 
fortement dans L’(S,). 11 s’en suit que L(cp,) = I,. 
III. TRANSFORMATIONS CONFORMES DE Vz ET D2 
TH~OR~~ME 8. Soient V, l’hemisphere de la sphere unite S, muni de la 
mttrique canonique g, f E Cm( V2) et h E Cz(S,). On suppose qu’il existe une 
fonction cp E Coo( V2) telle que 
[v2fe‘+‘dV+4[ he’p’2dS=1 et 
SI 
[ FeTdV=O pourtoutFEA, (1) 
“2 
oti ‘4 = {F= CzlXl +c(,x,, (cxl, CI~)E R2} (cette hypothese est satisfaite en 
particulier si 1 v2 f dV > 0). I1 existe alors une fonction K(f, h) E A, un reel 
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,? # 0 et une metrique g’ conforme d g pour laquelle la courbure scalaire de 
V2 et la courbure moyenne de S, sont respectivement t;gales ci R’ = 
A[f- K(f, h)] et h’ = Ah. 
DPmonstration. Considerons la fonctionnelle Z(q) = i IlVqll i-t 2 J vz cp dV 
et posons p = inf, Z(q), oti Z designe l’ensemble des fonctions cp E H,( Vz) 
verifiant (1). Par hypothese, Z n’est pas vide; si Jv, f dV> 0, ii suffit de 
prendre cp = t, ou t est la solution de e’ s v2 f dV + 4e”* Is, h dS - 1 = 0, et 
on a bien j v2 Fe’ dV= 0 quel que soit FE A 
Utilisons le theorbme 3. Soient 0 < E < 1 et cp E Z; on a 
1 G(s;?p lflI[v~@‘dV+(4s;,~ IhI){ ePi2dS 
SI 




2 Ilvdl: + & Iv1 rp dv) 
+exp 
Par suite, (( 1 + c)/4) IlVqII i + 2 j v2 cp dV2 C(E) et done, quel que soit 
50 EL 
Ceci montre que ZA est lini. Soit alors (9,) une suite d’elements de Z telle 
que Z(cp,) + p quand i -+ co et ZA < Z(Cpi) 6 p+ 1 pour tout i. 11 vient 
11 s’en suit que 
et, en outre, iv, ‘Pi dI’< (p + I )/2 puisque 2 S v2 (Pi dV < Z(cp,). Compte tenu 
que, pour tout ij E H,( V2), 
la suite minimisante (cp,) est bornee dans L*( V2) et on conclut que 
supi ( I)(P~JJ~,) < co. Comme dans la demonstration du thcoreme 6, on en 
deduit l’existence dune fonction cpo~ Z telle que Z(cp,) = p. Ecrivons 
580/92/2-8 
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l’equation d’Euler. I1 existe un reel 1. et une fonction K,(f, h) E A tels que, 
pour tout Ic/ E H,( V,), 
fv2 V’cpo V,$ dV + 2 iv, 3/ dV= A [ !,, fe""lc/ dV + 2 i^ , he’po’2$ dS] 
I 
-1 K,(f, h) @'V dV. 
V2 
1 est #O, car, en prenant $ = 1, puisque ‘p. E I-, on trouve 
4z=2 Iv2 dV = A [ 1, few0 dV + 2 !‘,, he+‘Ol’ dS] . 
D’apres le theoreme de regularite de Cherrier [IS, p. 1591, cpO appartient 
en fait a Caj(V2) et est solution de 
dq, + 2 = l[f - K(f, h)] ewpO dans V,, @o -d-n-= 2Lheq0j2 sur S,, 
avec K(f, h) = AP’K,(f, h). 
Compte tenu de (I.1 ), pour la metrique conforme g’ = e+‘Og, on a R’ = 
A[f- K(f, h)] et h’ = Ah. 
THBOR~ME 9. Soient (D2, go) la boule euclidienne, f e C”(Dz) et 
h E Cm(S,). On suppose qu’il existe une fonction tp E Cm(D2) telle que 
~nIfe~dE+4/s,he”‘2dS=1 et 5 FePdE=O pourtoutF~A’, (2) 
02 
ou ,4’= {F=cr, y, +cr2y2; (aI, CI~)E [w2} (cette hypothese est satisfaite en 
particulier si SD, f dE > 0). I1 existe alors une fonction H( f, h) E A’, un reel 
A # 0 et une metrique gb conforme a go pour laquelle la courbure scalaire de 
D, et la courbure moyenne de S, sont respectivement &gales a R’= 
A[f - K(f, h)] et h’=Ih. 
Demonstration. Elle est analogue a celle du thtoreme 8. Considerons la 
fonctionnelle J(q) = $ j/VqIl: + 2 JS, cp dS et posons p = inf,, J(q), oh r’ 
dtsigne l’ensemble des fonctions q E H:(D,) verifiant (2). Par hypoth& r’ 
n’est pas vide; si SD f dE > 0, il s&it de prendre cp = 1, ou t est la solution 
de e’ SD, f dE + 4erii jS, h dS = 1, et on a bien SD, Fe’ dE = 0 quel que soit 
FE A’. 
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En utilisant le theoreme 4, on prouve que, pour tout 0 < E < 1, il existe une 
constante C(E) telle que, quel que soit cp E Z’, 
Ceci montre que la borne inferieure p est Iinie et est atteinte en une fonc- 
tion tiO E f ‘. Ecrivons l’equation d’Euler. I1 existe un reel A et une fonction 
H,(f, h)EA’ tels que, pour tout tj EH:(D,), 
s Vit+boVi$ dE+2 D2 
js, $ dS = I [ 1 
D2 
fe%,!r dE + 2 $,, hetioj2$ dS] 
- 
5 
H,(f, h) etio$ dE. 
D2 
A est #O, car, en prenant $ = 1, puisque e0 E Z’, on trouve 
47c=i 
D D2 
fe@O dE + 2 js, heeoi2 dS] . 
D’apres le thtorbme de regularite, 11/0 appartient en fait a Co3(Dz) et est 
solution de 
Al//, = A[f- Z-Z(f, h)] eiO dans D,, 
dtio x + 2 = 2ilhe*O12 sur S 12 
avec H(f, h) = A-‘H,(f, h). 
Compte tenu de (1.3), pour la mttrique conforme gb = e”Og,, on a 
R’=A[f-H(f, h)] et h’=Ah. 
T&OR~ME 10. Soient f E Cw(V,) et hE Coc(S,) deux fonctions non 
toutes deux partout 60, telles que f 0 8 = f et h 0 8 = h, oti 8 est l’isomttrie 
de (V,, g) definiepar f3(x1,x1,xg)=(-x1, -x2, x3). I1 existe en reel A#0 
et une mttrique Riemannienne sur V, conforme a g, invariante par 0, pour 
laquelle la courbure scalaire de V, et la courbure moyenne de S, sont respec- 
tivement Pgales a Af et 1-h. 
Demonstration. On note H~(V,)={cp~H~/cpo8=cp}; HT(V’,) est un 
sow espace vectoriel ferme de H,, puisque 8 est une isometric de (V,, g). 
Dtsignons par a la borne inferieure de Z(q) = $ (IVqI/ : + 2 j v2 cp dV quand 
cp E & = { cp E Hy( V2); j ,,z fe” dV+ 4 js, he’p/2 dS = 1); d’aprts les hypo- 
theses, & est non vide. Pour tout cp E JJ, on a 1, xiew dV= 0 quel que soit 
i= 1, 2. En utilisant le theorbme 3, on montre comme dans la demonstra- 
tion du thtoreme 8 que a est finie et est atteinte en une fonction ‘p,, qui 
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appartient a &’ car Hy est faiblement ferme dans H,. Ecrivons l’equation 
d’Euler. 11 existe un reel A tel que, pour tout $ E Hy( V,), 
~~~Vip~v;~dV+2~~~~dV=i[~~~fe.olj,dV+2~~~ he”“,*$dS]. (3) 
I 
A est #O, car, en prenant $ = 1, on a 47~ = A[J., feqo dV+ 2 ss, hP’* dS]. 
Si 5 E H,, on pose Ic/ = 5 + 5 0 8; on a $ E Hy( V2), done $ v&tie (3) qui 
s’ecrit 





car ‘pOo 9 = (pO, f~ 19 = f et ho 8 = h. D’apres le theoreme de rtgularitt, 
cpoe P( V,) et vtrilie 
Aq, + 2 = Afeqo dans V,, 2 = 2Ahe’Pd* sur S,. 
Compte tenu de (I.l), pour la metrique conforme g’= erPog, qui est 
invariante par 9 puisque ‘pO 0 8 = cpO, on a R’ = Af et h’ = Ih. 
COROLLAIRE 2. Soient f E Coo(D2) et h E Cnz(S1) deux fonctions non 
tomes deux partout < 0, telles que f(y) = f ( - y) et h(x) = h( -x) quel que 
soient y E D2 et x E S,. Ii existe un reel A # 0 et une metrique Riemannienne 
sur Dz conforme a g,, invariante par - id, pour laquelle la courbure scalaire 
de D, et la courbure moyenne de S, sont respectivement &gales a Af et Ah. 
Demonstration. Vu les hypotheses, on a (f 0 co) E Cm( V,), (f o oo) o 0 = 
f 0 o0 et h 0 8 = h, oti (TV designe la projection stereographique de V2 sur D, 
dtlinie dans (1.12), d’inverse zO. Done, d’aprb le thtoreme 10, il existe un 
reel A# 0 et une mttrique g’ = eqog, invariante par 8, pour laquelle la cour- 
bure scalaire de V, et la courbure moyenne de Si sont respectivement 
tgales a A(fo aO) et Ih. Soit t/j0 E Cm(D2) la fonction dtlinie, pour tout 
YE&, par ~o(~)=cpo(~o(~))+2Log(2/(~+ly12)). Compte tenu de U.13), 
o0 est une isometric de ( V2, e”“g) sur (D2, etiogO), et, par suite, pour la 
mttrique gb = eeogg,, la courbure scalaire de D, et la courbure moyenne de 
Sr sont respectivement Bgales a Af et Ah; gb est invariante par -id puisque 
q. 0 e = 40~ et done tio( - Y) = $o(~). 
IV. INBGALITB~ RELATIVES AUX ESPACES DE S~BOLEV H: 
DE L'HhISPHtiRE v,, ET DE LA BOULE D, (n>3) 
Soit (M, g) une varitte Riemannienne compacte, de dimension n 2 3, 
dont le bord non vide B est une sous-variete de dimension n - 1. Si CJ = 
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2n/(n - 2) et z = 2(n - l)/(n - 2), d’apres le theoreme 1 de Cherrier [6], 
pour tout E > 0, il existe une constante C(E) telle que, si cp E H, = H:(M), 
on ait 
II cp IIa,MQmT 2)+&j IIv~II2+ C(E) lI(Pll2.M, 
oti K(n, 2) = 2l’“K(n, 2) et K(n, 2) = [4/n(n - 2)]‘12 0~;““. 
De plus, la borne inferieure des reels A, pour lesquels il existe un scalaire 
C(A ) tel que 
Ilcpllr,BGA lIV~Il,+C(~) I/dI*J4 quel que soit cp E H, , 
est strictement positive et ne depend que de n. On la note K’(n, 2). 
Dans les cas de l’htmisphere V, et de la boule D,, on va monter que, 
sous des conditions integrales, il est possible de diminuer les constantes 
E(n, 2) et K’(n, 2). 
THBOR~ME 11. Lesfonctions q E H,( V,) vhjiant IV, xi (cpI” dV= 0 pour 
1 < i < n satisfont d 
II’pIl~,V” ~CWh2)+~12 IlVcpll~+C(~) IlcpIl~,v,~ (1) 
oti C(E) est me constante dkpendant du r&e1 arbitrairement petit E > 0. 
DPmonstration. Si (PE H,( V,) et jV, xi l(pI”dV=O pour 1 < i<n, 
comme dans la demonstration du thtoreme 3, on dttinit sur S, la fonction 
@ E H,( S,) qui v&he 
I xi l~l”dV=O pour 1 <i<n et I x,+~ l$l”dV=O. &I sn 
Alors, d’aprbs le thtoreme 2 de Aubin ([3], p. 152), 
ll@lI&” < [2-““K(n, 2)+~1~ IIVSll~,sn+ C(E) 11~11~,,. 
On en dtduit (1 ), car 
II~ll+s, =21’6 Ilcpll,,V”~ ll@ll:3,=2 Ilcpll:,v.~ 
IlV4U~,,=2 IIVdl~,vn et 
1 1 1 -=--- 
d 2 n’ 
COROLLAIRE 3. Les fonctions q E H,(D,) vhifiant joR y,(l + Iy\*))’ 
IcpI”dE=Opour 1 <i<n satisfont h 
lIcpllZ,D, d Cm4 2) + &I2 l/w: + C(E) Ild:,,,~ (2) 
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oti C(E) est une constante d&pendant de c > 0, qui peut L;tre pris arbitraire- 
ment petit. 
DPmonstration. Soit cp E H, (D,,). D’aprks (I. 13), pour 1 d i d n, 
Posons U= (1+ lyl’)“l*~’ cp. Si cp vCrifie SD, y,(l + Jy12)-’ Jcpl”dE=O 
pour 1 d i 6 n, on a j V, xi IU 0 ~J,JO dV= 0. Le thkorkme 11 permet d’kcrire 
On en dkduit que 
oh +p/2’b’(1 + ly12)1-fl/2, car g0 est une isomttrie de ( V,, g) sur 
CD,, + 4/(n - “go). I) Grifie 
n(n - 2) A,+--$(“+*)/+2) surD,, d+ n-2 
dn+ 
-=0 surS,-,. (4) 
2 
D’aprb la formule de Stokes, on a 
et, en utilisant (4), (3) s’bcrit 
n-2 
+2 n 
- js _, u’$’ dS) + C(E) jD. $Ou2 dE. 
Compte tenu que pour tout cl > 0, il existe une constante C’(E,) telle que, 
pour tout 5 E H,(D,), 
TRANSFORMATIONSCONFORMESDEVARI~TfiSiiBORD 429 
on obtient 
llUtiII~,*, d C(mh 2)+#+4 IIwfvll:+~(~) ll4I:,D; 
L’inegalite (2) en rtsulte car U$ = 2(@- “p. 
En utilisant la technique de Aubin ([3], p. 152), on prouve le theoreme: 
THBOR~~ME 12. Les fonctions cp E H,(M), M= V, ou D,, vhifiant 
js.~,-%lw~~=0 pour 1 Q i < n, satisfont h 
lI(~llS~ G C2~“2(“-1)K’(n,2)+E12 IIVvlli,M+C(E) IlcplI:,M, 3 n 1 (5) 
oti C(E) est une constante d&pendant du reel arbitrairement petit E > 0. 
On va maintenant demontrer une intgalite optimale sur l’htmisphere V, 
et une autre sur la boule D,. 
THBOR~~ME 13. Quel que soit cp E H,( V,), on a 
(6) 
le cas d’kgalitk ttant atteint par une fonction cpO E C”( V,) partout >O et qui 
vtrifie fs,-, xi’ph dS = 0 pour tout i = 1, . . . . n. 
Dgmonstration. Soit r l’ensemble des fonctions cp E H, dont la trace sur 
S,_, est #O. Posons L(q)= JIV~Il:+n(n-2)/4 II’PII&,et, si CpET, J(q)= 
L(cp) lldli:in-,. Soit ~=inf,.d(cp). 
(1) Comme l’inclusion de H, dans L’(S,- r) est continue, pour tout 
~TEH~, on a 
Il’~llf,~,~,bC Ilcpll~,~Cte llVipli+~ ll~ll~,~~) 
( 
et done, par definition de K’(n, 2), 0 < p 6 (K’(n, 2))-2. 
Supposons que p < (K’(n, 2))-2. Soit u = 1 + &x1, oh E E 10, l[ est choisi 
assez petit pour que 
Notons 
(sup u/ inf v)~~’ = 
.%I Sn-1 
2/r 




O<P”< (P-f 0) m2;T/J < (sup v) -2;T (K’(n, 2)))2. 
” I & I 
Puisque (sups,-, v)[(K’(n, 2))2 ,LL,]‘~~ < 1, d’apres le theoreme 5 de Cherrier 
[S, p. 1971, il existe une fonction cam E Cx( V,), partout >O, solution de 
n(n - 2) 
Avu+ 4 ------cp,=O dans V,, ~=~‘p:~(~-~) sur S,-,. 
Compte-ten! du theoreme 1, cpv veritie, pour tout FE/~, la condition 
ssnml cp: Vu . VF dS = 0. En prenant F = x1, on obtient une contradiction. 
D’oti ,u= (K’(n, 2)))2 et l’inegalite (6) est ttablie. 
(2) A l’aide de techniques developpees dans Aubin [2, 33, montrons 
que la borne inferieure p est atteinte. Si 2 < q < T considtrons la fonction- 
nelle 
(a) En utilisant la compacite des inclusions de H, dans L2( V,,) et 
Lq(S,- r), on ttablit d’abord que pq est atteinte. 11 existe une fonction 
(pq E Cco( V,), partout > 0, verifiant 
II(Pqllq,.s~, = 1, J&P,) = WP,) = Pq, 
s n(n - 2) vn Vq;V$ dV+4 jvnv,WV=~, jsm cp;-‘$dS n I 
pour tout (I/ E H,( V,), (7) 
n(n - 2) 
dqq+ 4 p(pq=O dans V,, et %=pqq;-r sur S,-,. (8) 
(b) L’ensemble des fonctions (pq (2 <q < T) est borne dans H, et 
done dans L’(S,- i), car 
Par consequent, il existe une suite de reels qi < t convergeant vers r et une 
fonction cpO E H, telles que, pour i -+ co, on ait, en notant ‘pi = q4,: 
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- (pi + ‘pO faiblement dans H,, fortement dans L*( V,), p.p sur V,; 
ainsi qpo > 0 et, pour tout $ E H,, 
- Au sens de traces, (pi + cpO dans L*(S,- , ), p.p sur S, ~ 1. Con-me 
Il~illr,snm,<Cte et qi<z, lI~~~lIlr,(~--I),Sn-,~cte et, puisque VT1+(PF1 
p.p sur Snpl, ‘pT-l+‘pi-l faiblement dans L”(* ~ “(S, ~ r ). Done, si 
I) E H, c L’( S, _ 1 ), on voit que 
s sn-, vC-‘$ a-r !*s,- cpk- ‘II/ ds 1 r-l car -+-= 1. 1 T ‘5 
D’autre part, pour tout E > 0, il existe cp E f tel que J(q) < p + E. Or, 
pq<Jq(~) et lim,,, J,( cp) = J( cp) pursque, par convergence dominte, 
lim q+r ll’~Il,,~,-, = Ilc~lI~,~ “-,. Ainsi lim,+,pL, < P. Ensuite, d’aprbs 
Hiilder, IIdI~,sn~I~ llc~llf,~,-, w,-~ (2/q)p(2/r), done J,(q) > J(q) ~~f~~(*/q) et 
limq,, J4( cp) > p. On conclut que lim, _ ~ pL4 = CL. 
En passant a la limite dans (7), on trouve done que, pour tout II/ E H,, 
s VQ, .Vll/ dV+ n(n - 2) --j cp&dV=pj 4 cp;-‘I(/dS. (9) V” vn S”-I 
D’apres le theoreme de regularite de Cherrier [S], ‘pO E C*( V,,) et 
n(n - 2) 
b-b+4 cp,,=O dans V, et 
de n=pcp;-l sur S,-r. (10) 
(c) Nous allons prouver que 0 <lim,.+, II’piJ12,y,= l(~p,J(~,~,. Puisque 
‘p,, 2 0, compte tenu de (10) et du principe du minimum de Hopf, on en 
deduit que ‘p. est partout >O sur V,, puis, par regularite, ‘pO est une 
solution C” de (10). 




q@FdS=(n-1) j q;FdS=O. 
S”CI 
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Appliquons le theoreme 12 aux fonctions cp;“. Pour tout .z > 0, il existe une 
constante C(E) > 0 telle que 
Supposons 2q > z et prenons t+b = cup”) - ’ dans (7). On trouve 
n(n - 2) -~ 
4 I 
cp2ylr dV 4 1 (12) vn 
Or, si $q= (pFlr+qe2 - cp;, on peut ecrire jsnm, II/, dS< uy = SD, $y dS, oli 
D, = {x E S, _ r/cp,(x) < 1). Les fonctions r,bq,xD,,, partout comprises entre 
0 et 1, convergent simplement vers 0 sur S,- , quand i --) co, d’oti, par 
convergence dominee, limi _ ~ uy, = 0. 
On deduit alors de (11) et (12) que 
l-[2-“2’“-“K’(n,2)+&]2 $&, (1 +Uq)GCC(E) II(P;“II:,, 
et, puisque lim, _ z ,u4 = p = (K’(n, 2)) --2, 
1-[2-“2’“~1)+&(K’(n,2)))1]2<C(&) !ilJl I]&‘)&, 
i-00 
Si on choisit E de sorte que 2 - 1’2(n-1)+ s(K’(n, 2)))’ < 1, on conclut que 
lim -r-cc Ilcpill2,““‘0. 
(d) Prouvons que J(cp,) = p. Prenant $ = cpO dans (9), il vient 
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et, puisque cpO > 0, ‘pO E r, p < J(cp,) et I((P~~\~,~,-, > 1. Puis, d’aprbs l’egalite 
(((PJ(~,~,~, = 1, Holder et la definition de /A, 
et done lim, _ ~ lj(pyll r,sn_, = 1. Comme la suite de fonctions ‘pi > 0 converge 
simplement vers ‘pO sur S,_ , , le lemme de Fatou donne Il~p~lJ~,~~~,< 
limi, x) Il(~~ll~,~,~,= 1. Ainsi Il(~~ll~,~,_~= 1 et J(cpd=Ucp~J=~~ 
11 reste a etablir que cp; est, comme les fonctions cp;, orthogonale a A 
dans L2(S,- 1). D’abord, L(cp,) = pi -+ L(cp,) = p0 et ‘pi --) ‘pO faiblement 
dans H,, d’ou (pi -+ qpo fortement dans H, et done dans L’(S,- 1). Soit 
FE A. Ecrivons l’egalite (7) pour q = qi et $ = ‘pOF. En faisant tendre i + co 












6 IlFllm II(PYI~~II~,~~~ILs~-, Il(~i-(~ollr,s,m, 
ate II(P~--(P~II~,~.-~ 
et, puisque II(P~--(P~JI~,~,_, -+O, on obtient js,_, cp;FdS=O. 
THBOR&ME 14. Quel que soit cp E H,(D,), on a 
IlcPII:s,_,~(K’(n,2))* llv~ll:+~ 
[ lI~lI:,,-, 9 1 (13) 
le cas d’Pgalitt &ant atteint par une fonction t,bO E Cm(Dn) partout >O et qui 
vtrifie f s” _ , xi*: dS = 0 pour tout i = 1, . . . . n. 
DPmonstration. Soit J/ E Cco( V,) la fonction definie, pour tout x E V,, 
par vW)=(l+-~+~ )’ -w2) et soit g’ la metrique Riemannienne 11/4/(“-2)g. 
D’apres (1.13), o,, est une isometric de ( I’,, g’) sur (D,, g,) (co et son 
inverse T,, sont delinies en (1.12)) et $ vtrifie 
n(n - 2) 
Al//-t4 d* n-2 n/(n-2) $=O dans V,, -=- dn 2 ti 
sur S,-,. (14) 
Les elements correspondant a g’ sont surmontts d’une prime: dV’ = I&” dV, 
dS’=dS, (V’f12=$2-0 IVfl’ (a=2n/(n-2)), R’=O, et h’=l. 
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Pour tout qEH1(D,), on peut ecrire 
La derniere tgalitt resulte de (14) et de la formule de Stokes. 
Compte tenu du theoreme 13, on en dtduit l’inegalite (13). Le cas 
d’tgalitt est atteint par la fonction 11/0 = (1 + x, + , 0 r0)n/2 ~ ’ (cpO 0 TV) = 
w + lY12)n’2p1 (PO 0 T,); $0 E C”(I),,), partout > 0, verifie ss,-, x,$h dS = 
0 pour tout i = 1, . . . . n. 
V. TRANSFORMATIONS CONFORMES DE V,, ET D, (na3) 
THBORBME 15. Soit h E C5(S,, ~, ) une fonction partout > 0 telle que 
(su~,~-, h)/(infsn- h) < 2’/(“-*). II existe une fonction K(h)E A = {F= 
@1x1+ ... + u,x, t (LX,, . . . . a,) E W} et une mktrique g’ sur V, conforme ri la 
mktrique canonique g, pour laquelle la courbure scalaire de V,, et la courbure 
moyenne de S, _ 1 sent respectivement kgales ci R’ = 0 et h’ = h - K(h). 
Dkmonstration. Elle est voisine de celle du thtoreme 9 de Aubin [3]. 
(a) L, 1, p etant definis dans la preuve du theoreme 13, si 2 d q < T, 
on pose 
?*,-, h W ds) -*” et j., = qiFL7 N,(cp), 
ou r, designe l’ensemble des fonctions cp E H, dont la trace sur S,_ I n’est 
pas nulle et telles que ss,_, FIqly dS= 0 pour tout FE II. On ttablit 
l’existence d’une fonction $4~ Cm( V,) n r,, partout >O, et d’un Clement 
K,(h) de /i tels que 
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$,=O dans V,, 
(2) 
$I,[h-K,(h)] I)-’ sur S,- I 
on a A4 > c4p et inf, & > 0. D’autre part, 
n(n - 2) 
n,<N,(l)< 4 - o,(o,~ I inf h)-2’4, 
et sup4 1, < a. Enfin sup, IIIc/,IIH, < ~0 car N,($,) = lI’Q,ll~ + 
(0 - 2)/4) IIIC~,II:, “. = 1,. 
(b) Ecrivons K,(h) = t,~,, oh t,~ R et pq est un Clement de ,4 dont 
le maximum vaut 1. CJn a py = cos yq, avec r4 la distance geodtsique a un 
point P, de S, _ I et IVp,j = lsin r,l. 
Nous allons montrer que l’ensemble des reels t, (2 < q < r) est borne. 
D’apres les conditions integrales du theoreme 1, 
Developpons cette egalitt, nous obtenons 
et, en inttgrant par parties, puisque dp, = (n - 1) py, 
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Comme is, ~, li/; dSd (inf h) I, jp,,l d 1, et lqpy( d 1, ie membre de droite 
de cette tgalite est borne indipendamment de q, done 
It,1 j.ynm (sin’r,) Ic/zdS-(n- 1) (1-f) j 
c I St? ~, 
(cos2rq) ti;dS- dcte. (3) 
I 
Prenons t = py$y dans (1). On obtient 
Puisque sup, I~I++,// H, < cc et 0 < a < I.y d b, on voit que 
lq- ( cos* ry) IJ: dS d cte. n I 
En multipliant cette inegalite par (n - l)( 1 -q/z) + 1 et en ajoutant a (3), 
on trouve que It,\ js,_, $%dS<cte, et done It,1 <cte, car Js,-, JI;dSa 
(sup h)-‘. Ainsi l’ensemble {K,(h)}, Gy<r est contenu dans une boule de 
l’espace vectoriel de dimension tinie A, muni de la norme L”. 
(c) Compte tenu des paragraphes (a) et (b), il existe une suite de 
reels qj< T, de limite z, une fonction I/J 20 de H,, un reel ,I>0 et un 
element K(h) de ,4 tels que, quand j + co, $, + $ faiblement dans H,, 
fortement dans L*( V,) et L’(S,_ ,), p.p sur V, et S,- , , 2, -+ I et 
K,,(h) + K(h) uniformiment sur S,-, Comme Il+y,llr,s,_, <cte et qj< 7, 
on a lll//~-‘III,(~--L),S,~~,~cte et, puisque +~-l+$r-l P.P sur S,,-,, 
II/;- r + Ic/‘+ ’ faiblement dans L *I(’ “(S, _ 1). On peut alors passer a la 
limite dans l’egalite (1). Ce qui donne, quel que soit 5 E H, , 
s n(n - 2) V$JSdV+4 j ,n+W=J. j [h - K(h)] 1(/* - ‘5 dS. V” s”- 1 
Par rtgularite [S], *E C’( V,) et 
n(n - 2) 
A$+- 4 II/ = 0 dans V,, z=l[h-K(h), II/‘-’ sur S,_,. 
Nous allons voir en (d) que si (sups,_, h)/(inf,-, h)<21i(“p2), ~~$~~2,vn= 
limj-m II~q,l12,Vn > 0. Dans ces conditions, d’apres le principe du minimum 
de Hopf, $ est partout >O sur V, et, par regulariti, + est C” sur V,,. La 
metrique g’ = (2/L/(n - 2))2 +4”“- 2, g posstde les proprietts de courbure 
requises. 
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(d) Puisque js,-] F$z dS= 0, si FE A, on peut appliquer le 
theoreme 12 aux fonctions I,+“,“. Pour tout E > 0, on a 
h$; dS 
> 
*“G (SUP ,I*‘, Il~y,/‘ll~,s.~, 
<(sup h)*” [2p1’2(“-1’K’(n, 2)+&l* IlV$;“II:+ C(E) il~y,‘711:,~n. (4) 
Supposons 2q > r et evaluons IlVt#“II: a l’aide de l’egalitt (1) &rite pour 
[ = *w+ 1. 
Y 
2 
Ilwy,l’ll; = (2qy z)z (29lr)+4-2 (h - wm, -$;)dS 
2 









Appliquons le lemme 1, enonce et dtmontre au paragraphe (e), aux fonc- 
tions tiq solutions de (2). On peut determiner un majorant de a, = SUP,~ $q 
fonction uniquement de la norme C_’ de I,(h - t,~,) et, par suite, indepen- 
dant de q, car A,, t,, IIP,II~, et IIVpq,IIa: sont uniformement born& en q. 
Ainsi les fonctions 
sont dominees par une constante independante de j, convergent simplement 
vers 0 quand j -+ CC et done lim, _ oc v9, = 0. 
D’autre part, lim,, o. 2, < (inf h)p2” (K’(n, 2)))* puisque il, G 
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(inf h) P2!y pq et lim, _ i py= (K’(n, 2)))2. On deduit de (4) et (5) que, si 
29, > T’, 
(sup h)- 2ir _ [2- 1;2ln “K’(n, 2) + 42 4, 
cl, - 5) 
J-,(1 + “q,) 
d C(E) Iwy :, vn 
et, par suite, en faisant tendre j vers co, 
(sup/p- [2-‘/2(“--1) +s(K’(n,2)))‘]* (infh))*/‘<C(e) IIt+II:,,. 
Si (sup h)/(inf h) < 21/(n-22), on peut alors choisir E assez petit pour que le 
membre de gauche de cette inegalite soit strictement positif et, dans ces 
conditions, II+ II*, ,,. > 0. 
(e) LEMME 1. Soient qE [2, z[ un r&l, cp E CX( V,), cp >O, et EE 
C”(S,- 1) deux fonctions vtrtfiant 
n(n - 2) 
&+4 cp=O dans V,,, surS,-,, (6) 
et Js,-, &y4 dS = 1. Posons sZ= {xES,-,/K(x)GO} et a,=supcp(x) pour 
XE 52. On peut trouver un majorant de cr, independant de q, fonction 
uniquement de la norme C’ de g. 
Dkmonstration. A c1> 0, on fait correspondre Q, = {x E S, _, /z(x) < x } 
et ( V,), une famille de fermes de V, croissante en tl avec V, n S, ~, = 52,. 
Soit E > 0 un reel que nous fixerons ulttrieurement; considerons q(x) une 
fonction Cm( V,) Cgale a ,1 sur VE,2, de support inclus dans V,, verifiant 
0 < rj < 1 et IVfj < 4 sup( lVEI/s). 
Soit fi > 1 un reel positif que nous choisissons plus tard. Multiplions (6) 
par q2rpP et inttgrons, nous obtenons 
I n(n - 2) vn V(~~‘p@)VcpdV+--j y’@+‘dV vn 





( 1 B -4 jTi-gq >s n(n - 2) “” q++l IVq12dV+_ I ?f2g + l dV V” 
= 
i 
$q2cpB +4- ’ dS. 
S.-l 
En utilisant les majorations suivantes avec E~ > 0, 
(P+l)/*vq .V(gcp C/3+ 1)/z) &/I 
on obtient 
(fl+ 192 dJ/ 
Multiplions (6) par cp et intkgrons, il vient IlVcpll: < 1 et llc~II~,~,d 
4/n(n - 2). Ainsi, il existe, d’aprks le thkorkme d’inclusion de Sobolev, une 
constante CB 1 telle que 
IIVP (8+ 1)‘211 :. vn G c IIV(w (~+1)~2)ll~+~~~~2~B+1 dV), 
Il?P+ 1)‘211:s”_, G c IIVW (ti+1)/2)lli+S~“~2~Bt1 dV). 
580/92/Z-9 
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Avec toutes ces initgalitks, nous obtenons (quand E, < 2B/(p - I)), 







)} IIVP (B+‘)‘211s,s~, 





Choisissons E et &I suffkamment petits pour que le coefficient de 
IIVP (P+wIl~,“, dans (7) soit strictement positif, Cgal $ 2/I/(/I + 1)2 par 
exemple. Prenons /3 + 1 = c. Comme le second membre de (7) est born& il 
existe une constante k, telle que 11 qcpcB + ‘!‘:I/ i, v, < k, et 1 v,,z (pa2/* dV < k,, 
oti la constante k, ne dkpend que de sup JVhJ (comme toutes les constantes 
k, qui suivent). Supposons avoir montrC que, pour un certain p E N, il 
existe un rCe1 clp > 0 tel que j ,,, (P”~~‘-~ dV< k,. Alors, on pose b + 1 = 
aJ’2l~ * et on choisit E et E, sufilamment petits, avec E = ep < up, pour que 
;” co;Fcit-$ de II~(P(“‘~)~II o, “, soit strictement positif. On obtient 
dVG,+, et, d’aprks (S), il existe une constante kb + 1, ne 
d$t?zzant que de sups,-, $$I, telle que Jn, ,2 ~7(a’2’P dS < kb, , . Comme 
2 < 5 et 2 < 0, on montre ainsi que, quel que “soit r 3 1, il existe un ouvert 
V: de V, tel que, si Sz: = V: n S,... ,, 0: contient Q, jv; qr dV<cte et 
s os cpr dS G cte. 
&I moyen de la formule de Green, comme cp vkrifie (6), on Ctablit que 
a, est majork par une constante qui ne dkpend que de sups”-, lahl. 
THBOR~ME 16. Soit f E Coo( V,) une fonction partout > 0 telle que 
(sup v. f)lWvn f) < 2 *I+ 2’ II existe une fonction K(f) E A et une mhrique . 
g’ sur V, conforme ri la mPtrique canonique g, pour Iaquelle la courbure 
scalaire de V, et la courbure moyenne de S, _, sont respectivement t?gales ci 
R’= f -K(f) et h’=O. 
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Dimonstration. Elle est analogue a celle du thtoreme 15. Si 2 < q < (T, 
on pose 
ou A, designe l’ensemble des fonctions cp E H,, rp $0 et telles que 
j ,,, F j’pJy dV= 0 pour tout FE ,4. On Ctablit l’existence d’une fonction 
(py E CX( V,) n A,, partout >O, et dun element K,(f) de n tels que 
s fip; dV= 1, I,(cp,) = Ucp,) = “c/i vn 
=o! y .r Cf - &(f )I ‘p;- ‘t dV> si [EH,; v, 
n(n - 2) 
=cc,[f -K,(f)] (pyY-’ dans V,,, $ff=O surS,-r. 
On a inf, CI, > 0, cr, < I,( 1) Q (n(n - 2)/4)(0,/2)’ -(2’y) (SUP,~ f )-2'y, done 
sup4 NY < cg et supy Ilc~~ll~, < 9 car qcp,) = llb,ll: + (n(n - 2)/4) 
ll4g:,v,=~q. 
En utihsant les conditions integrales du theoreme 1, on montre que 
sup, IlK,(f)ll o. < cc. Done il existe une fonction cp 3 0 de H,, un reel CI > 0 
et un element K(q) de /i tels que 
=O! 
s 
Cf -K(f)1 c~“~‘5dK si leHl. ", 
Par regularite, cp E C*( V,) et 
n(n - 2) 
Av+ 4 pcP=clCf-K,(f)]@'-' dans V,, g=O surS,-r. 
Appliquant le theorbme 11 aux fonctions (P;‘~, on en deduit que si 
(sup,f)l(inf,"f)<22""~2), IlcPl12,vn=lim,~, lIcpy/12,vn~0. Dam ces 
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conditions, cp est partout >O sur V, et cp E CJ-( V,). La metrique g’ = 
4( (n - 1 )/(n - 2)) IX#‘(n ~ *) g possede les proprietes de courbures requises. 
En appliquant les theoremes 15, 16, et les transformations conformes IIT~) 
et 70, on obtient pour D, les corollaires suivants. 
COROLLAIRE 4. Soit h E C5(Sn ~ ,) une fonction partout >0 telle que 
(sups,-, h)/(inf,“-, h) < 2’/(” *‘. I1 existe une fonction K(h) E A et une metri- 
que gb sur D, conforme a la metrique canonique go, pour laquelle la courbure 
scalaire de D, et la courbure moyenne de S,,--I sont respectivement egales a 
R’ = 0 et h’ = h - K(h). 
COROLLAIRE 5. Soit f E Cno(D,,) une fonction partout >O telle que 
(swD,f)lWDnff)<2 . *lcn ~ 2’ I1 existe une fonction H(f) E A et une mttrique 
gb sur D, conforme a la metrique canonique go, pour laquelle la courbure 
scalaire de D, et la courbure moyenne de S, _, sont respectivement egales a 
R’= f-H(f)oz, eth’=O. 
Soient f (resp. h) une fonction C” sur V, (resp. sur S, _ r ), 6 E 10, B - r [, 
I7 l’ensemble des couples de reels (a, B) tels que cr-/?36, 2 6 CI d d = 
2n/(n-2), 2</?<7=2(n- l)/(n-2), et 0 l’isometrie de (V,, g) detinie 
pare(x,,...,x,+,)=(-x,,..., -x,,x,+~). 
Pour tout cp E H,( V,) et tout c = (c(, /?) E Z7, on pose 
et 
oti u=((n-2)/4(n-1))f et v=((n-2)/2)h. On note Hy= {~JEH~(V,); 
(poe=qj. 
TH~OR&ME 17. Supposons f et h partout >O et invariantes par 
8: f 0 0 = f, h 0 0 = h. Quand c E II, on designe par ,uc la borne inferieure de 
L(q) sur l’ensemble 2,. des fonctions cp E Hy qui vtrifient T,(q) = 1. Si 




(sup h)C(K’(n, 2))* ~~~1~‘~ < 1, (9) 
.%I 
oti co = (a, 7), il existe un reel il > 0 et une metrique g’ sur V, conforme a la 
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mttrique canonique g pour laquelle la courbure scalaire de V,, et la courbure 
moyenne de S,-, sont respectivement &gales d Aj” et Ah. 
La condition (9) est en particulier satisfaite si 
2~*““-‘)(supf)(inff)-’ +2P’/(“P2’(sup h)( inf h)-‘d 1. 
vn vn .%I - , s,-I 
(10) 
Dkmonstration. Elle s’inspire de celle du theoreme 5 de Cherrier [S]. 
Donnons en le schema. 
( 1) Supposons le parametre c = (LX, fl) E 17 tel que a < CT et fi < T. En 
utilisant la compacite des inclusions de H, dans L*( V,), L”( V,), et 
Lp( S, _ i) et le fait que Hy est faiblement fermi: dans H, , on etablit que la 
borne inferieure p( est atteinte en une fonction cpc b 0 de C, et, par suite, 
est strictement positive. On Ccrit l’equation d’Euler. 11 existe un reel I, tel 
que, pour tout tj E Hy, 
Si 5 E H,, cette egalite, ou l’on prend + = t + 5 o 8, donne 
car cp,, u, v, dV, et dS sont invariants par 0 . A, est >O, comme on le voit 
en prenant < = cpc. 
Comme cp,of3=cp,, on a j,x,cpzdV=O et ~s,~,xi(p~dS=O pour tout 
i= 1 1 *.., n. Done, d’apres les theoremes 11 et 12, pour tout E > 0, il existe 
une constante C(E) telle que 
et 
II cpcll;, V” < Wh 2) + &I2 IIVv,II i + C(E) llv,ll i, vn 
Il(Pcll5,,-, d (2-‘/*+‘)K’(n, 2)+~)’ IlVcp~ll~+ C(E) Ilcpcll~,vn. 
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Compte tenu que 1 = I’, (q, ) et IIVq, 11: < ,uL,. = L(cp,.), il en rtsulte que 
M n-2 (sup h)(o,,P ,)’ 
+ B 2 s,-, 
(Ilh) [2-‘/‘2(” ‘)K’@, 2)+ E]/j gj/* 
+ C’(ENllcp,./I;. V” + ll4o‘lI!, VJ (12) 
oti C’(E) est un scalaire >O indtpendant de c = (c(, p). 
(2) Les reels positifs pc et A, sont major& independamment de c. Par 
suite, l’ensemble des fonctions cp,. est borne dans Hr. D’oti l’existence d’une 
suite ci = (c(~, b,) convergeant vers c0 = (a, r), d’une fonction cpO 3 0 de Hy, 
dun reel & = limi, r &, 3 0 tels que, d’une part, cp<, tende vers cpO faible- 
ment dans H,, fortement dans L2( V,,) et L*(S,- ,), p.p sur V, et S,_ , , 
6 clH”,u,‘r;f;;t ‘pz; r (resp. cp<, -, ) ’ converge faiblement vers cp: ~ ’ (resp. cp; - ’ ) 
’ ‘( V,,) (resp. L”(’ ~ ’ ‘(S,, ~ , )). Par passage a la limite dans 
i’inegalite (1 1 ), on trouve que, pour tout 4 E H,( V,), 
(13) 
7 
En outre, comme hm,, r: pc,,<pcO, on peut supposer que la suite (p,,) 





. (sup h)C2--1’2’“-‘)K’(% 2) +&IT CL:: + ~(~)(Ilcpoll;,v,+ Il%ll;,,). 
s-1 I 
Si la condition (9) est satisfaite, en choisissant E assez petit, on voit que 
ll%ll*, v, > 0 et done cpO f 0. On constate que A.,, est > 0 en prenant 5 = cpO 
dans (13). 
Par rtgularite, comme ‘pO veritie (13), ‘pO appartient a C*( V,) et on a 
n-l 
4- n-2d~,+n(n-l)cp,=j.,jip,“~’ dans V, 
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et 
D’apres le principe du minimum de Hopf, ‘pO est en fait partout >O et C” 
sur V,. La metrique g’= q0 4i(n- “g posdde les proprittes de courbure 
requises. 
(3) Prouvons que, sous l’hypothese (lo), l’inegalite (9) est verifiee. 
Soit t,, le reel >O solution de 
n-2 
I-,.,( fro) = t:, ___ 
s 
n(n - 2) 
4(n-1) V, 
j-dV+--- T 
2(n- 1) “’ 5 
h dS= 1. 
s,-, 
On a ((n - 2)/4(n - 1)) t& 1, f dV < 1 et, puisque K(n, 2) = 
20; “‘[n(n - 2)] - ‘j2, 
n(n-2)o n(n -2) w, ‘In 
p,o<L(t,,)=~~~tf,<~ 5 
( ) [ 
n-2 
------inff 





4(n-1) v, 1 -2i0, 
On considlre ensuite la fonction II/ E Cm( V,) dthnie, pour tout x E I/,, par 
v4X)=(l+-G+1 )‘p(n,‘2). On a $0(j= I) et L($) = ((n - 2)/2) co,- 1. 11 existe 
un unique reel k,., tel que 
Par suite, comme $ = 1 sur S,- ,, ((n-2)/2)(0/~) k::, ls,-l h dS< 1, et 
= (K’(n, 2~)-~ ( i)2’z [y Ji”_, h]-2’T, 
car, comme l’a Ctabli Escobar [8], K’(n, 2) = (2/(n - 2))‘j2 m;J’fcn- l). 
D’ok 
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g) (SUP f)C(Wn, 2)Y &Jo,2 Y ” 
+~2~‘;‘“~“(suph)[(K’(n,2))*p,“]i;2 
s, , 
< 2P2""P2)(SUp f)(mf f))’ f 2 -‘jtn mm2)(sup h)( inf A) -1 < 1 
vn S” ~I .s,-, 
et I’inegalite (9) est satisfaite. 
COROLLAIRE 6. Soient f E COO(D,,) et h E C-is(S,_,) deux fonctions 
partout >O et invariantespar -id: fo(-id)=f, hc(-id)=h. Si 
2-2”“-2)(sup f)(in?f f)-' + 2-“(“P2’(sup h)(bnf h)-‘< 1, 
D” s-1 n 1 
il existe un rdel A> 0 et une mktrique gb sur D, conforme ri la mktrique 
canonique g, pour laquelle la courbure scalaire de D, et la courbure moyenne 
de S,-, sont respectivement &gales ri Af et Ah. 
Dkmonstration. Vu les hypotheses, les fonctions f 0 o0 et h sont invarian- 
tes par 0 et veritient l’inegalite (10). Done d’apres le theorbme 17, il existe 
un reel A> 0 et une metrique g’ = cp l”“-2’g sur V, pour laquelie la cour- 
bure scalaire de V, et la courbure moyenne de S,- I sont respectivement 
egales A A(f 0 a,) et Ah. Soit rjO E C”(D,) la fonction dtfinie, pour tout 
YED,, par Ic/dy)=((l+ IYI*Y~)~-(~‘~) cpJr,(y)). Compte tenu de (1.13), 
rrO est une isomttrie de (V,,, ~p~““-~‘g) sur (D,, $i”n-2’go) et la mttrique 
gb=II/ 46’” ~ *)g,, possede les proprittes de courbure requises. 
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